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Résumé

L'objet de ce rapport est d’une part d’établir la faisaBilitu calcul de constantes
élastiques par le biais du code de simulation moléculairat®¥i@arlo GIBBS et
d’autre part d’évaluer la qualité, les avantages et leswméoients des différentes
méthodes existantes. Dans une premiere partie, nous leyopsl brievement les
grandes lignes de la théorie de I'élasticité. Ensuite, ryasenterons les prin-
cipales méthodes disponibles. Dans la troisieme parties appliquerons ces
méthodes au calcul des constantes élastiques de I'argan86cK. Les avan-
tages et inconvénients de chacune des méthodes seroig atabtte occasion.
Enfin dans la quatrieme partie, nous validerons le calcutdestantes élastiques
dans le cas de symétries non-cubiques.
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Chapitre 1
Théorie de I'élasticité

Ce rapport s’adresse principalement aux personnes t@avadbns le domaine

des simulations moléculaires. Ces personnes n'ont parégisle connaissances
en théorie de I'élasticité. En conséquence, nous avonslé@ée rappeler dans

cette premiére partie les bases de la théorie de I'élasticit

1.1 Introduction générale

Soumis & une contrainte, un cristal se déforme de maniékaitan par rapport

a cette contrainte pourvu que la déformation engendrédasble. Lorsque la

contrainte est supprimée, le matériau revient dans sorst@tadard de maniére

réversible. Ce comportement observé pour tous les matéstut «élastique.

Si la déformation dépasse un certain seuil, deux comporisTs®nt observés

[1]:

matériaux fragiles Le matériau rompt avant d’avoir quitté le régime élastique.
La rupture dite«fragile» est caractérisée par I'absence de déformation
plastique macroscopique, et donc par la propagation tpgdaaes fissures
avec faible consommation d’énergie. La rupture est bietepelle suit des
plans cristallographiques, on parle de rupture par cli@ge xemple a
basse température les métaux cubiques centrés ou cemdynsgpes).

matériaux ductiles Au-dela du régime élastiqgue (marqué par la limite d’élas-
ticité ouyield strength) apparait le régime plastique (voir figure 1.1). Le
matériau commence a se déformer de maniéere irréversibles€pooduit

5
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FiG. 1.1: Courbe contrainte — déformation typique d’'un matédiactile.

par un glissement des plans atomiques les uns sur les aQgagisse-
ment de plans atomiques se fait grace au déplacement ddaslifigaires
appelésdislocations. De la limite d’élasticité a la contrainte ultimal{
timate strength), on observe un régime de durcissement par déformation
plastique aussi appelé écrouissagee(igth hardening). Ce durcissement
est d0 aux mouvements des dislocations. Enfin au-dela dentaague
ultime, une striction se formenécking) puis le matériau rompt.

La limite d’élasticité d’'un matériau dépend de plusieuctdars dont les princi-

paux sont :

— les forces de cohésion inter-atomique : plus les liaisob® @tomes sont im-
portantes, plus il est difficile de les déplacer donc plugété d’'élasticité est
élevee.

— la structure cristalline : les glissements — les déplacesnées dislocations
— se font plus facilement sur les plans atomiques ayant ute densité.

— les atomes étrangers bloquent les dislocations ; les mptas sont plus duc-
tiles que les métaux alliés.

— les dislocations sont bloquées par les joints de grains iblaa de joints de
grain, donc plus les cristaux sont petits, plus la limitdabécité est élevée.

— les dislocations se bloquent entre elles; plus le mat&oatient de disloca-
tions, plus la limite d’élasticité est élevée (écrouisgage
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Ces facteurs dépendent entre autres de la température,albmité élastique
dépend elle aussi de la température.

Les constantes élastiques peuvent étre calculés au mogémaeations molécu-
laires de type Monte Carlo. Ce rapport décrit les méthodesamtes et leur mise
en ceuvre dans des cas simples.

1.2 Cas de grandes déformations

Les grandes lignes de la théorie de I'élasticité sont d&ciii dans le cas général
des grandes déformations [1]. Puis dans le paragraphensuivaus nous re-
streindrons au cas des petites déformations.

1.2.1 Champ de déplacement

Le mouvement d’un objet peut étre décomposé en deux pattiedéplacement
d’ensemble de I'objet et une déformation de I'objet (voiufig 1.2). Le déplace-
ment d’ensemble consiste en une translation et/ou uneaotdns modification
de la forme ou des dimensions de 'objet. La déformation iguya un change-
ment de la forme et/ou des dimensions de I'objet d'une cordiganx,(B) (dite
initiale ou non déformée) vers une configuratio(3) (actuelle ou déformée).

Deformed
Configuration, t =t
Undeformed i(B)
Configuration, =0
KO(E Path line S

T~ /

S X3

a0 =Ux)

Fic. 1.2;: Déformation d’'un milieu continu.
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Le vecteur joignant les positions d’'une particitelans la configuration initiale
et dans la configuration déformée est appelé vecteur dépéatder(X,t) =

> u; - e; (dans la base de la configuration déformée - descriptioatagenne)
etU(x,t) = >, X, - E; (dans la base de la configuration initiale - description
eulérienne). On notera pour la suite du rapport que lesésdie sommation en
minuscule; se rapportent a la configuration déformée ou courante taudises
indices en majusculé se rapportent a la configuration initiale.

Le champ de déplacement est un champ de vecteur de tous tesingede dé-

placement de toutes les particules de I'objet. Généraletesrhamp de déplace-
ment est exprimé soit en fonction des coordonnées lagnamgsesoit en fonction
des coordonnées eulériennes :

soit u(X,t) = b(X,t)+x(X,t) - X
soit U(x,t) = b(x,t) +x — X(x,1)

En posanty,; = e; - Eyg, il vient u; = «;;U; ouU; = aju; (le symbole de
sommation sut/ ou ¢ respectivement est omis, on applique la convention de
sommation d’Einstein)x est la matrice de passage de la base initiale a la base
actuelle.

Par souci de simplicité, on considére désormais que lesgrmafions initiale et
actuelle peuvent étre superposées=0).
1.2.2 Tenseur gradient de déplacement

On peut dériver partiellement le vecteur de déplacemengpgiort aux coordon-
nées dans la base initialX}, on obtient alors le tenseur gradient de déplacement
Vxu. Partant dexr(X, ¢) = x(X, t) — X, la dérivation donne :

qu = VXX —l

Vxu = E-1I
S01 = — 05
0X i 0Xx K
Ox;
ou Fig = -

00Xk
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F est le tenseur gradient de deéformation (on parle aussi decengicobienne).
On remarque ici que les indices du tensEyortent a la fois sur la configuration
déformée {) et sur la configuration initialek().

1.2.3 Tenseur gradient de déformation

Considérons une particuléde vecteur positioXX = X ;1; dans la configuration
initiale (voir figure 1.3). Apres déformation, la nouvellegition de la particule
(indiquée pap dans la nouvelle configuration) est donnée par le vecteutiqos
x = x;€;. Prenons un poinf) voisin de P de vecteur positioX + AX =
(X; + AX,)I,. Dans la configuration déformée, la position de cette padic
(¢) est donnée pat + Ax. En supposant que les segmeAiX et Ax sont trés
petits, il vient

dx = du+ dX (1.2)

ou du est le vecteur de déplacement relatif@ear rapport @ dans la config-
uration déformée.

Undeformed
configuration

Ko(B)

u(X+dX) = u(X)+du

[N B
Deformed
configuration
e, L, «(B)

x1, X
FiGg. 1.3: Déformation d’'un milieu continu.

En considérant un élémendKX infinitésimal et en supposant que le champ de
déplacement est continu, le vecteur de déplacement redatifétre exprimeé sous
forme de série de Taylor :

u(X+dX) = u(X)+du
u(X) + qu -dX

Q
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De I'équation 1.1, il vient donc :

dx = (I+ Vxu)dX
dx = FdX (1.2)

1.2.4 Tenseur de déformation

Le tenseur gradient de déformation dépend de la configaratibale et de la
configuration déformée (indicé®t K). En pratique, il est préférable de disposer
d’'un tenseur de déformation que ne dépendent que de la craatf@uinitiale

ou que de la configuration déformée. Par exemple, le tenge@adchy-Green
droit s’écritC = ET F, soitC;; = Fy; Fy; et ne dépend que de la configuration
initiale. Le tenseur de Cauchy-Green gaudhe= EET ne dépend que de la
configuration déformée. Afin de mesurer la déformation pppod a I'état de
référence, le tenseur principalement utilisé est le terdeGreen-Lagrange :

Iles
I

(C-D=EE-] (13)

1.2.5 Tenseur de contrainte

X3

F;

Xi

FIG. 1.4: Forces au sein d’'un objet.

Considérons un objet subissant des forces surfacietsles forces volumiques
f et divisé en deux par un plan imaginaire (voir figure 1.4). lémént de surface
AA autour deP et de vecteur normai subit une force résultant@F. Si AA
est infiniment petit, le rapporhF /A A devientdF /dA. Le vecteurdF /dA est
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0'31/ -
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FiG. 1.5: Composantes du tenseur des contraintes.

par définition le vecteur de contrairii@™ au pointP associé au plan de vecteur

normaln :
AF dF

pum 1' —_— =
AADOAA T dA
Le vecteur de contraint®™ n’est pas nécessairement colinéaira &t peut

T®)

donc étre scindé en trois composantes.

L'état de contrainte en un point peut étre défini par tous Eseurs de con-
trainte T™ associés a tous les plans qui intersectent ce point. On iséaiat
dans la pratique de la connaissance des vecteurs de comtiagociés aux plans
orthogonaux de vecteurs normaex e, et e;. La décomposition des vecteurs
de contraintel'(®)), T(e2) et T(®3) selon les directions des axes de coordonnées
cartésiennes constitue le tenseur de Cauchy (voir figure 1.5)

T(el) = 011€1 + 012€9 + 013€3
T — 091€1 + 092€9 + 093€3
T®) = gy1e) 4 059€y + 033€3

Le tenseur de Cauchl(¢) = o;;e; est symétrique et dépend de la configuration
courante ou déformee. Or comme le tenseur de déformBtioedépend que de
la configuration initiale, il faut également définir le teasées contraintes par
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rapport a la configuration initiale. Ce tenseur est le tenBela-Kirchhoff 2 :
§ _ Jgflg(ET)—l

ou J est le jacobien (déterminant de la matrice jacobienne dosalet F).

1.2.6 Densité d’énergie de déformation et modules élastiques

La densité d’énergie de déformatitin peut étre reliee au tenseur de contrainte :

ow

| S

Le développement de la densité d’énergie de déformatiormde Taylor con-
duit & (sommations implicites) :

ow 1 *W
E) = -FE - ——— | ‘E;;-F
W(E) W0+(8EIJ)0 1J+2 <5E1J(9EKL)0 17 Lk +

1
= Wo+ (Sts)o- Ers+ §CIJKL “Ery-Egp+ ...

ou (S7;)o sont les contraintes a I'état non déformégt -, sont les modules
elastiques (les composantes du tenseur de raideur). EididHooke général-
isée est :

S1;=Crikr - Exr

1.3 Cas des petites déformations

Lorsqu’on étudie de petites déformations, les équatiors al'étape précédente
se simplifient notablement. En effet, si les déformatiom s@s petites, on peut
confondre sans dommages la configuration initiale et la gardtion déformée
(on ne distingue plus les indices en minuscule et les indingwajuscule). Ainsi
le tenseur de déformation

E = - (Vxu + Vxu + ViuVxu)

DN | —
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se linéarise en négligeant le terme de second ovdraVxu :

E~eg=; (Vxu+Vxu),

N | —

le tenseur des déformations linéariséest :
e — 1 8161 i au]'
Yo 2 83:j (9:151

De la méme maniere, sachant gile~ I et donc que/ ~ 1, le tenseur de
contrainte (Piola Kirchhoff 2 dans le cas des grandes dé&fthoms) se résume
simplement au tenseur de Caucty~ T = o

Les composantss;;;; du tenseur de raided® s’écrivent simplement

%
=

Cyj
gkt 85@-86“
05 = Cijkl * €kl (1-4)

L'énergie interne d’un solide sous contrainte infinitédenest

3 3
%
E(VV, g) = E(‘/(), 0) + ‘/0 Z (Uij>0 5@' + 2—(') Z Cijkl 51‘]’ Erl + ... (15)
i,j=1 T iygkl=1
ouVy, (045)0 €t E(Vp, 0) sont le volume, les contraintes et I'énergie du cristal non

déformé.

En raison des symétries des tenseurs de déformation et ttaiote, ces tenseurs
de rang 2 (% 3) peuvent étre réduits en tenseurs de rang<iLj6c’est-a-dire des
vecteurs-colonne). De méme, le tenseur de raideur de raBg 3x@3x3) peut

!Dans le cas d'un cristal, on notera qu’en pratique le caledEckst particulierement aisé
puisque, d’'apres I'équation 1.2, il vieRt= h - @_1 ouh est le tenseur métrique du systeme
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étre réduit en un tenseur de rang X@. L'expression 1.4 se simplifie alors :

O11
022
033
023
031

012

€11
€922

€33

2 €923
2 €31

2 €12

(1.6)

Enfin, comme il est d'usage dans la littérature, nous utikda notation de Voigt
qui convertit les 2-uplets j en un 1-uplek : 11=1, 22=2, 33=3, 23=4, 31=5 et
12=6. L'equation 1.6 devient :

o1
02
g3
04
05

06

C’11
021
C’31
C’41
Cs1
C’61

C(12
C22
032
C(42
Cs2
CY62

soit ¥ =C" -

Cis
Cas
C(33
Cuz
C53
Cﬁ3

C’14
C'24
Ca
C’44
Csq
Coa

Cie
Cag
CY36
Cae
C’56
C166

€1
€9
€3
2 €4

255

286

(1.7)

On prendra bien garde a la notation utilisée, en effet, istexegalement la

notation de Mandel. Selon la notation utilisée, les expoassdes tenseurs de
raideurC, de souplessB et des vecteurs contrainte et déformation ne sont pas
les mémes [2].

Le tenseulC est symetrique((;; = C};) et I'énergie interne (eq. 1.5) se résume

a:

y
B(V) = B(,0) + Vo oy &'+ L e C" e

(1.8)

Ces deux équations (1.7 et 1.8) sont a la base des deux métimdakul des
constantes élastiques par réponse linéaire.
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1.4 Expressions du tenseur de raideur

Suivant la symétrie du cristal, certaines constantesigleesst sont nulles. Dans ce
paragraphe sont reportés les tenseurs de raideur corgesganchaque groupe
ponctuel de symétrie. Il est clair qu'un des critéres polidea les méthodes
de calcul des constantes élastiques sera de vérifier quentessaates nulles
en théorie le sont aussi numériguement. Dans le tableawftIreportés pour
chaque systeme cristallin et groupe de symétrie I'expoashi tenseur de raideur.

TAB. 1.1: Tenseurs de raideur en fonction de la symétrie duatrist

Systéme Grp ponctuel Tenseur de raideur
cristallin de symétrie
Ci1 Cr2 Cyo 0 0 0
23 Ciiy Ci2 O 0 0
Cubique ms Cnu 000
432 Cu 0 0
43m Cu O
m3m Cyy
6 (€1, Ciw Gz 0 0 0]
6 Cu Ciz 0 0 0
6/m Cy 0 0 0
Hexagonal 622 Cu O 0
(imm Cy O
62m Cos
6/mmm B -
Cii Cip Ciz Cug 0 0
Cn Ciz —Ciy 0 0
32 Cs3 0 0 0
3m Cya 0 0
3m Cu Cia
Trigonal Gzt
(rhomboédrique) [ €1y Cis G Cis 0 ]
3 Cll C\(13 _014 _015 O
3 (33 0 0 0
Cuy 0 —Cis
Cyy Cly
Cu=Cu,

Suite sur la page suivante
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TAB. 1.1 — suite de la page précédente

Systéme Groupe ponctuel Tenseur de
cristallin de symétrie raideur
_Cll Ci2 Ci3 0 0 0 1
422 Cu Ciz 0 0 0
4mm Css 0 0 0
42m Cu 0 0
, 4/mmm Cu O
Tétragonal i C66_
(quadratique) _Cu Ciy, Ci3 O 0 Cle ]
4 Cii Ciz 0 0 —Ci
4 Cs3 O 0 0
4/m Cy O 0
044 0
Cée
[Cy Ci, Cis 0 0 0]
022 023 0 0 0
222 Css 0 0 0
Orthorhombique mm2 Cu 0 0
mmm Cos 0
L 066_
Cii Cip Ciz 0 Ci5 0
Coy Co3 0 Oy 0
N 2 Cs3 0 Cy 0
Monoclinique m Cu 0 Cu
2/m Css 0
L 066_
Cnn Ci2 Ci3 Cia Ci5 Cie
C O3 (o (s O
o 1 Cs3 C3a O35 Csg
Triclinique T Cu Cis Cus
C55 C56
L 066_




Chapitre 2

Méthodes de calcul des constantes
elastiquesC;;

Quatre grandes méthodes existent dans la littérature pdauler les constantes
élastiques d’un solide. Deux d’entre elles entrent dansuizecde la théorie de
la réponse linéaire et découlent directement des eéquatignet 1.8 que nous
avons détaillées plus haut. Les deux autres méthodes ss@¢daur le calcul
des fluctuations de certaines grandeurs.

2.1 Théorie de laréponse linéaire : calcul de I'éner-
gie élastique

Nous avons vu plus haut que I'énergie d’un cristal sous ednte peut s’écrire :

Vo

E(V):E(Voao)‘f‘onBT'év—i-?§VT~gV-§V

En imposant une déformation choisie, nous pouvons détern@s constantes
élastiques du matériau. Par exemple, dans le cas d’'un mnat&rbique, on peut
imposer une distortiol’; telle que le volume reste constadt(F; = 1). Cette

17
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distortion est dite tétragonale :

1+0 O 0

Fo=| 0 1446 0
0 0 (14:5)2

Le tenseur des déformations linéariségs’écrit alors :

6 0 0
eg=10 4 0
0 0 —26
Cette fois, la condition sur le volume revientas; = 0

On obtient alors :

v
Et(V) = E(‘/(),O) + ‘/0 (01 + 09 — 203)0 5 + 2_(') |:6 (Cll - 012) 52:|

On pose usuellemedt’ = %(C’H — (C2) dou

E(V) = E(Vy,0) + Vo (01 + 02 — 203), § + 6V,C'6°

De la méme maniere, on peut imposer des distortions orthaslgue :

1 6 0 06 0
Fo=10 1 0 — E=|0 0 0
0 0 000

1-62
ce qui donne :

E, = E(Vp,0) + Vj (06), 6 + 2VoCius6?

ou des distortions isotropes (qui cette fois ne consenasntevolume) :

1+0 O 0
F; = 0 146 O = &=
0 0 1496

S O o>
o o0 O
S O O
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On pose usuellement

B=-V. op :M7
av )., 3
ce qui donné :

9
E, = E(Vp,0)+ Vo (oy+ 02+ 03), 6+ 5%352

9
= E(Vp,0)+3VoPyd+ §VOB§2

A partir des courbes reliant I'énergie du systeme au par@sebur chacune des
trois distortions proposées, on peut accéder aux valesreatestantes élastiques
du matériau.

2.2 Théorie de laréponse linéaire : calcul du tenseur
des contraintes

L'équation 1.7 relie chacune des composantes du tensewodésintes a une
combinaison linéaire des composantes du tenseur des ddéfons1 En con-

séquence, Si nous avons acces au tenseur des contraintegauvons en dé-
duire les valeurs des constantes élastiques. Par exerapkeladcas d’'un matériau
cubique, si nous imposons un allongement seldseuls; est non nul), nous

avons :

B N B . r N (

01 Cii Cig Chg 0 0 €1 o = Ch-e
02 Ci1 Cho 0 0 0 o = Cla-€1
03 Cll 0 0 0 o3 — 012 &1

= <

(o) 044 0 0 0 o4 = 0
05 C44 0 0 05 — 0
_06_ i 044_ _0_ \0'6 = 0

De méme, en imposant une distortion telle gyest non nul, on obtient :

'En sachant que la pression hydrostatidiest égale %Tr o
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o1 = 0

09 = 0

o = 0 (2.1)
04 = 0

05 = 0

(96 = 2Cy - €6

2.3 Méthode de fluctuations proposée par Squire

Born et Huang [3] ont proposé une premiére méthode de calsutalestantes
élastiques dans le cas de cristaux parfaits a 0 K. Puis Sejuale[4] ont étendu
la méthode a des températures non nulles.

Succinctement, les constantes élastiques peuvent étrelézd a partir de la
fonction de partition du systeme (que I'on ne déforme pas) :

1 0?A
Cijkl N V (&eijagkl)

ou A = —kTIn(Z) est I'énergie libre de Helmholtz & est la fonction de
partition du systeme :

. 27ka'BT 21] (b(rlj)
Z = N / /dm Ldx™ exp( kT

ol m est la masse des particulgs,est le nombre de particule®, est la tem-
pérature du systeme etr;;) est I'énergie d’interaction entre les particulest

J.

Apres un rapide calcul, il vient :

Cijil = T X
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L]
-

1

v

2NET
_|_ [

¢

<Z— (2] = af) - (af = ) - (2 — ) - (af — x?>>

r3

S - at). <w§—x5>~<x£—xz>-<xf—x;>>

p.q

0i10 i

ou z¥ sont les 3 coordonnées y et z de la particulep, et ¢’ et ¢” sont les
dérivées premiere et seconde de I'énergie d’interactitne égs particulep etgq.

Le terme entre accolades est un terme de fluctuations. La salagtermes des
lignes 3 et 4 de I'équation constitue le terme de Born, enfinelmidr terme
correspond a la contribution cinétique.

Dans le cas d’'un matériau cubique, les constantes élastigdépendantes se

résument a :

Cll

C112

C'44 =

pir { (T 2o (3 %)
200 [ o))
<Z %A$2Ay2> - % <Z %A$2Ay2>



2.4. METHODE DE FLUCTUATIONS PROPOSEE PAR PARINELLO ET
RAHMAN -22/42

2.4 Methode de fluctuations proposée par Parinello
et Rahman

Parinello et Rahman [5] ont montré que le tenseur de raideum dysteme
anisotrope peut étre calculé a partir des fluctuations ceeterde déformation :

(V)
Sijht = T ((esjem) — (€i5) (Ert))

ou S est le tenseur de souplesse qui est l'inverse du tenseurot@ré: Ecrit
en notation de Voigt [2], le tenseur de souplesse se résume a

(1111 Siors Sias 25198 25118 2510
Sonon  So33 252293 252013 252010
S3333 253323 253313 253312
459393 452313 452312

451313 451312

451212




Chapitre 3

Validation et application au cas de
I’Argon fcc

Les quatre méthodes présentées dans le chapitre précédeappliquées dans
un premier temps au cas de l'argon solide a 60 K qui a une steuétc. Le
tenseur de raideur possede donc trois constantes élasiigiépendantesC’,
Cy etCyy.

Dans la suite de ce chapitre, nous prendrons comme corstaaiiques de
référence celles obtenues par Squire et al. [4] :

CH = 2, 28 GP&
012 = 1, 31 GPa
044 = 1, 44 GPa

Les simulations moléculaires sont réalisées avec le coB8&IL énergie d’in-
teraction entre deux atomes d’argon est représentée paotantigl Lennard-
Jones 6-124,, = 3,4 A, 4, = 119K) et le systéme est constitué de 500
particules (5% 5x5 mailles élémentaires).

Un premiere simulation a 60 K et 1 atm (ensemble NPT) du syst@mpermis
d’obtenir le paramétre de maille de I'argon : a = 5,3867 A edéasité :p =
1697,6 kg.m3. Ces valeurs se comparent bien aux valeurs expérimentdles [6
5,3927 A et 1691,9 kg.m respectivement. Cet état constitue I'état non contraint

23
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du matériau. On déduit également le tenseur métrique duiaatgon contraint :

a 0 0
hy =
0 0 «a

De méme, nous avons calculé les propriétés de I'argon a 0 Ks Mbtenons a
=5,2725 A etp = 1810,3 kg.m?, les valeurs expérimentales étant,a 5,3112
Aetp.., =1771,0 kg.m? [6]. Le champ de force que nous utilisons sous-estime
donc lIégerement le parametre de maille et donc le volume dille élémen-
taire.

3.1 Préliminaire : aspects numériques du calcul du
tenseur des contraintes

Du point de vue numérique, le calcul du tenseur de contraidéeCauchy est
identique au calcul de la pression isostatique. La pressostatique est calculée
dans le code GIBBS par le biais du Viriel :

NKT 1 A
P:T+W<Zf”r”>

1<j

fi: = Tij au(r)
Yo Tij or r=ry

Pour le calcul du tenseur de contraintes, I'équation deyies] :

NET 1 .
Oap = —3— Oas T <Zf£‘rij>

1<j

avec

ou r¢; est la composante selon du vecteur intermoléculaire;; et ff; est la
composante selof de la force intermoléculairg;. Limplantation du calcul du
tenseur de contrainte dans le code GIBBS a donc été trés rapide.
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FIG. 3.1: Courbe énergie-déformation de I'argon a 60 K pour urferdtion
tétragonale.

3.2 Calcul de I'énergie élastique

Comme nous I'avons mentionné précédemment, cette méthodélisge lors

de simulationsb initio (de métaux par exemple). Ces simulations sont réalisees
a 0 K (c’est-a-dire que I'énergie du systéme est détermiags iscertitude). Au
contraire, nos simulations sont réalisées a des tempésaton nulles donc avec
une incertitude statistique.

Partant de la structure non contrainte, nous appliquonslist@tion tétragonale
(6 < 1%). La symétrie de la maille élémentaire devient tétraggrNous réal-
isons ensuite une simulation NVT du solide étiré ou seuleptsitions atom-
iques sont relaxées. L'évolution de I'énergie du systémaless :

E(V,0)

E(V ,
= 1}(/())_(‘71"‘02_2‘73)0'6: Vb +6C(52

Er

Ainsi on s’attend a observer une évolution quadratique dgrdadeurE, en
fonction ded. Les résultats de simulation sont reportés sur la figure L31.
grandeurF; présente bien une forme parabolique mais l'incertitudéesuraleurs
de I'énergie est trés importante malgré des simulationsb@endllions de mou-
vements. De l'interpolation, on peut dédu@é= 0,71+ 0,14 GPa.
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FiG. 3.2: Courbe énergie-déformation de I'argon a 60 K pour urerdétion
orthorhombique.

En appliquant une distortion orthorhombique, la grandesir

(la contraintesg est nulle a I'équilibre) obtenue est parabolique (voir feg8r2)
et on déduitCy, = 1,444+ 0,11 GPa.

De la méme maniére, nous réalisons une distortion isotidpeergie du sys-
teme

Ei‘(/ov) = E(“//O’ 0 + 3Py + 2352
est ensuite reportée en fonction de la valeuv g@ur chacune des valeurs de
0. Les résultats obtenus sont reportés sur la figure 3.3. Nweipbdlons ensuite
la portion de parabole et nous obtenory = 171,6+ 0,5 MPa etB = 1,60+
0,10 GPa. La valeur d& est conforme a la valeur attendue et nous déduisons
Ch1 = 2,56 GPa e}, = 1,13 GPa. Toutefois la valeur d¢ interpolée est no-
tablement différente de la valeur théorique qui est 1,0P3Pa. Pour essayer
de comprendre cet écart, nous avons reporté sur la figuréé8aldtion de la
pression en fonction du volume du systeme. Autouride 0, I'évolution est
linéaire et la pression s’annule bien&r-: 0. Nous pouvons facilement calculer

B=-V. (g—§)T = 1,644 0,07 GPa. Les deux méthodes donnent des valeurs de
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FIG. 3.4: Courbe pression-volume de l'argon a 60 K pour une dé&iton
isotrope

B trés proches. Il est possible que la valeur élevéédsoit due a des artefacts
numériques d’interpolation.
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3.3 Calcul du tenseur des contraintes

Application directe des déformations proposées au paragghe 2.2 Nous
avons vu précédemment que si la déformation est telle quie;sest non nul, les
contraintesr; eto, sont proportionnelles& et les constantes de proportionalité
sont respectivemeidt;; etCis,.

Partant de la structure non contrainte, nous étirons léggmele systeme d’un
facteur(1 + 0), les dimensions d’une maille élémentaire sont donc déserma
{(1+ )a,a,a}, c'est-a-dire que le tenseur métrique vaut :

a-(14+4d) 0 0
h= 0 a 0
0 0 a

Puis nous laissons le systeme relaxer (seules les posdtonsiques sont re-
laxées, c’est une simulation NVT). Une fois I'équilibreeatit, nous pouvons
calculer les valeurs moyennes de chacune des composantesseéur de con-
trainte et en particulies; et o,. Lensemble est ensuite répété pour une autre
valeur de).

Les résultats de simulation sont reportés sur la figure 35.domposantes,,
o5 etog sont bien nulles (& 2 bars) poue; # 0. Les composantes, etos sont
€gales aux incertitudes pres et nous obtenons bien demmsléinéaires entre
o1, 09, 03 €teq, desquelles nous déduisons :

Ci1 = 2,46+ 0,06 GPa
Ci2 =1,34+ 0,05 GPa

Pour détermineCy,, nous plions lIégérement I'angte (entrea et b et valant
initialement ) d’'un facteur(1 + §), la maille éelémentaire n’est alors plus or-
thogonale. Le tenseur métrique s’écrit :

a acos(y) 0
h= [0 asin(y) 0
0 0 a
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FiG. 3.5: Courbes contrainte - déformation de I'argon solide &60
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et la matrice de passage de I'état non contraint a I'étatraonts’écrit :

1 scos(y) 0
F = |1 cos(7) 1 0
0 0 1

eteg vaut% cos(y). Nous remarquons sur la figure 3.5 que seule la composante
og N'est pas nulle conformément a ce qui est attendu et noussiédu: G, =
1,47+ 0,01 GPa

Astuce numérique Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le calcul
du tenseur de contraintes lors d’une distortion de I'apermet d’accéder a deux
des trois constantes élastiques. Dans un cas plus géeéeaiskur de contraintes
étant constitué de six composantes, il est possible dendiéerjusqu’a six com-
posantes de en appliquant une seule distortion et donc de calculer jasgju
constantes élastiques.

Par exemple, dans le cas de I'argon fcc, nous pouvons aceéderois con-
stantes élastique en appliquant une seule distortion &gplius n’est pas unique).

146 0
F=(5 1 0
00 146

Cette distortion revient a plier I'angte (= arccos(20)) et & étirer 'axez. On a
alors:

o1 = 0126
09 = 0125
o3 = 0115
04 = 0

05 = 0

Og — 2044(5

Le résultat des 6 simulations (une par valeurylest reporté sur la figure 3.6.
Par ailleurs, nous avons Vérifié que = o, et que les deux autres composantes
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FIG. 3.6: Composantes du tenseur de contrainies fonction de.

o4 etos du tenseur de contraintes sont nulles@7 bar.

Les constantes élastiques déduites de la figure 3.6 sont :

Ci1 =2,30+ 0,03 GPa
Ci2 =1,15+ 0,05 GPa
Cyy = 1,458+ 0,004 GPa

3.4 Application de la méthode de Squire et al.

La méthode proposée par Squire et al. [4] a nécessité peawsl troncernant
son implantation dans le code GIBBS. De plus, cette méthodepteé un avan-
tage majeur : elle fournit en une seslenulation NVT I'ensemble des constantes
élastiques. Toutefois, cette méthode étant basée sur oul ¢ fluctuations,
elle nécessite d'effectuer une simulation notablemers jpingue £200.16 pas
MC). Nous avons donc réalisé une simulation NVT de I'argond@&0 K dans
I'état non contraint. Les résultats de cette simulatiort sgportés dans le tableau
3.1 et les courbes de convergence des constantes élastigu@ermettent de
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valider le calcul des fluctuations, sont reportées sur ladi@ur.

C;; Born Fluctuation Cinétique Total

Squire et al. [4] Cyy 3,38 -1,14 0,04 2,28

Ci2» 1,90 -0,59 0,00 1,31

Cu 1,90 -0,48 0,02 1,44

Ce travalil Cy1 3,36 -1,17 0,04 2,23

Ci2 1,92 -0,66 0,00 1,26

Cu 1,92 -0,50 0,02 1,44

Ce travail (variance Yoshimoto)C;; 3,38 -1,18 0,04 2,24

TAB. 3.1: Résultats de simulation des constantes élastiquela pag¢thode de
Squire et al. Chaque contribution (Born, fluctuation, cinggigest dé-
taillée.

L'accord entre nos résultats et ceux de Squire et al. esbtmsll valide notre
implantation de la méthode dans le code GIBBS.

Une variante de la méthode de Squire et al., proposée painyoghet al. [9],
consiste a réécrire le terme de fluctuation en fonction detugiions des con-
traintes :

uctuation V
Cffuctuation — o7 (oim) = (035) {oma))

Nous avons calculé la constante élastique par cette méthode, le résultat
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obtenu (voir tableau 3.1) est tout a fait comparable auxguténts.

Un des tests permettant de valider les méthodes utiliséeteegrifier que les
termes qui sont nuls théoriquement (pour des raisons detsgjrné sont bien
numeériquement. Le tenseur de raideur obtenu par calcul est :

2,228 1,272 1,255 : 0,011 —0,007 0,002
1,272 2,191 1,259 | 0,002 —0,009 0,002
1,255 1,259 2,185 : 0,000 0,005 0,000
70,011 0,002 0,000 ; 1,440 —0,004 —0,005
—0,007 —0,009 0,005 :—0,004 1,440 —0,004
0,002 0,002 0,000 i—0,005 —0,004 1,432

A B
B C

Nous constatons que les deux bld¢slu tenseur sont nuls a 10prés, de méme
gue les éléments hors-diagonaux du llbcConcernant le blod, nous vérifions
gue nous avon€’;; = Cyy = (33 20,05 GPa prés (2%) ef, = C13 = Cyz a
0,02 GPa pres (2%). Enfin, dans le bleg Cyy = C55 = Cg 20,01 GPa pres
(1%).

3.5 Application de la méthode de Parinello et Rah-
man

La méthode proposée par Parinello et Rahman consiste aeraleslfluctua-
tions des déformations. Elle a été utilisée récemment paelBet al. [10] pour
calculer les constantes élastiques du RDX et du TATB.

Dans le cadre de I'application & I'argon fcc, nous avons déatisé une simula-
tion NPT durant laquelle nous avons stocke les longueunsgi¢s de la boite de
simulation (les longueurs étant des multiples des parasde la maille élémen-
taire). Ensuite pour chaque sextuplet (ada,/8,y), nous construisons le tenseur
métriqueh. Nous construisons également le tenseur métrique maydensuite,
un petit calcul matriciel nous permet d’obtenir le tensees déformations :

L (0 By )

[l

Enfin le calcul des moyennds;;) et (¢;;cx;) Nous permet d’accéder aux com-
posantes;;y;.
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Nous avons obtenu les résultats suivants :

Ci1 = 2,508 GPa
Ci2 =1,193 GPa

Cy =1,441 GPa

et le tenseur de raideur complet est :

2,486 1,188 1,196 | 0,012 0,007 —0,012
1,188 2,514 1,195 : 0,001 0,003 —0,004
1,196 1,195 2,524 1 —0,004 0,008 —0,011
70,012 0,001 —0,004; 1,435 —0,008 0,000
0,007 0,003 0,008 :—0,008 1,446 —0,002
—0,012 0,004 —0,011: 0,000 —0,002 1,442

Nous pouvons tirer les mémes conclusions que précédemaesgmmant la cor-
respondance entre tenseur théorique et tenseur calcuémaation.

3.6 Conclusion sur l'efficacité des méthodes

La méthode de détermination des constantes élastiquessbsiséun calcul de
I'énergie élastique de déformation par simulation molécalest réalisable mais
elle est entachée d'importantes incertitudes sulgsCela est a notre avis dd
au fait que les constantes élastiques sont des dérivéasdesode I'énergie élas-
tiqgue de déformation du systeme. Ainsi I'information queni’cherche est con-
centrée dans la zone de déformation voisiné de, c’est-a-dire la ou I'énergie
varie peu.

Au contraire, le calcul du tenseur des contraintes pouéidifites déformations
permet d’obtenir facilement et précisément les constagltestiques. Les con-
stantes élastiques étant des dérivées premiéres desictmsrd’information
n’est pas concentrée én= 0 et est donc moins sensible aux incertitudes sur les
contraintes (qui sont par ailleurs proportionnellemeninaanportantes). Cette
méthode nécessite néanmoins plusieurs simulations. En iflaut réaliser les
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calculs pour différents taux de déformatiay) €t pour une déformation don-
née, on ne peut évaluer qu'au plus six constantes élast{Quesombinaisons
linéaires de ces constantes).

La méthode proposée par Parinello et Rahman tout comme ladeftoposée
par Squire et al. permettent d’accéder a I'ensemble dutenssaideur (c’est-a-
dire que I'on a toutes les constantes élastiques) en une sieulllation. Du point
de vue technique, l'avantage va a la méthode de Squire atiatjpelle requiert
une simulation NVT (a volume constant) alors que la méthal®akinello et
Rahman est basée sur une simulation NPT (a pression constantgans les
simulations NPT, le mouvement de changement de volumeaspliis colteux
en temps de calcul que le mouvement standard de transla&aralcul des con-
stantes élastiques par la méthode de Squire et al. est dans gmurmand en
temps de calcul.



Chapitre 4

Validation dans des cas non
cubiques et extension a d’autres
propriétés élastiques

4.1 Validation dans le cas de 'argon hcp

Nous voulons simuler un cristal d’argon de structure hera@g(hcp) a 40 K.
Une premiere simulation NPT a 1 atm nous a permis d’obtesipsgametres de
la maille élémentaire : a = 3,195 A, ¢ = 5,208 Avet 120°. Ensuite nous avons
calculé le tenseur de raideur selon trois méthodes.

4.1.1 Methode de Squire et al.

Une simulation NVT a 40 K a été réalisée et le tenseur de raioletenu est :

3.981 1.614 0.925 :—0.001 0.000 —0.012
1.614 4.010 0.921 : 0.002 0.002 0.000
0.925 0.921 4.687 : 0.002 0.001 —0.005

..............................................................................................

0.000 0.002 0.001 0.002 1.074 0.003
—0.012 0.000 —0.005:-0.002 0.003 1.207

Ce tenseur de raideur est cohérent avec le tenseur de raideuique (Tableau
1.1):

36
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— (11 = Cy% a 0,03 GPa pres (0,8%)

- Cll 7é C(33

— (13 = Cy3 20,004 GPa pres (0,4%)

- C{12 7é C'13

— Cy = Cs5 40,002 GPa prés (0,2%)

- C(44 7£ C(66

— Cos = 3(C11 — C12) 20,02 GPa prés (1.4%)

4.1.2 Calcul du tenseur de contraintes
Nous avons appliqué deux déformations pour obtenir les osanies du tenseur
de raideur.

Dans la premiere déformation, nous faisons varier |égenenaevaleur dey
autour de 120 Des lors, les composanteset g sont non nulles :

(o] [cn Cw Cs 0 0 ol [o]
o Ch Ciz 0 0 0 £
o3| Cs3 0 0
o Cu 0 0
o5 Cyu O
| 06 | i C’66_ _256_

Les simulations NVT pour ces petites déformations ont pemie déterminer
Ch1, Cha, Ci3 €t Cg.

Ci; =3,9£ 0,2 GPa

Ci=1,6+0,1GPa

Ci3=0,86+ 0,07 GPa

Ces = 1,18+ 0,08 GPa

Nous vérifions par ailleurs qués; = <1512 aux incertitudes pres.

La deuxiéme déformation consiste a modifier Iégerementdksivs dev. Nous
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obtenons alors

g1 Cn Ci Cis 0 0 0
02 Cn Cis 0 0 0
o3| Cs3 0 0 0
o1 Cy 0 0 24
o Cy O 0
| 06 | Ces| | O]

Nous en déduisons :
Cu =1,04+ 0,01 GPa

Enfin une derniére déformation consistant a étirer le systagton la direction
permet d’obteniC's; et C3 :

C,3=0,86+ 0,05 GPa
Cs3 = 4,42+ 0,06 GPa

Soit :
3,9 1,6 0,86: 0 0 0
3,9 0,86: 0 0 0
4,420 0 0
L0400 0
1,04 0

Ce tenseur de raideur est cohérent avec celui obtenu parfedete Squire et
al.
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4.1.3 Méthode de Parinello et Rahman

Enfin, la méthode de Parinello et Rahman conduit par le biais dimulation
NPT &40 K et 1 atm au tenseur de raideur suivant :

3.768 1.859 0.923 0.013 —-0.029 —0.171
1.859  3.592 0.849 0.014 —0.006 0.092
0.923 0.849 4.544 :—-0.035 —0.036 0.011

.............................................................................................

0.013 0.014 —0.035§ 1.005 0.006 —0.017
—0.029 —0.006 —0.036: 0.006 1.029 —0.012
—0.171 0.092 0.011 :{—-0.017 —0.012 1.066

4.2 Evolution des constantes élastiques en fonction
de la température

La transition de phase solide - liquide expérimentale dgda a pression am-
biante se situant asJ; = 83,8 K [11], nous avons examineé 'évolution des con-
stantes élastiques le long de I'isobare 1 atm entre 30 K eK11@s résultats de
simulation sont reportés sur la figure 4.1 et dans le tablehUNbus constatons
gu’'avec le modéle utilisé (Lennard-Jones 6-12) la tramsitle phase se situe
entre 95 et 100 K. Avant la fusion, les constantes élastigimsuent progres-
sivement puis apres la fusion, les constantes élastiquest C, sont égales et
C'y4 est nulle ce qui signifie que le matériau est isotrope.

T Ci Cio Cua
40 2,84 1,61 1,69
Simulations MC [12] 60 2,28 1,31 1,44
80 1,62 0,88 1,16
30 3,11 1,88 1,94
60 2,23 1,26 1,44
80 1,60 0,90 1,11
Ce travail 90 1,17 0,64 0,89
95 0,95 0,52 0,78
90 0,31 0,31 0,00
110 0,27 0,25 0,00

TAB. 4.1: Constantes élastiques en fonction de la température.
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FIG. 4.1: Evolution des constantes élastiques en fonction tEmaératureC’;
triangles noirs,Cy, triangles rouges(y, triangles verts. Symboles
pleins : résultats de Hoover et al. [12], symboles vides raeatl. Les
points noirs correspondent a la densité du fluide et permteteesituer
la transition de phase.



Chapitre 5
Conclusions

Le calcul des propriétés élastiques des matériaux est umeétémportant des
études d’hydrodynamique. Parmi ces propriétés, les cotestalastiques peu-
vent étre obtenues par différentes méthodes intégréesimuwaesimulations

moléculaires Monte Carlo.

Dans ce rapport, nous avons dans un premier temps rappetgdades lignes
de la théorie de I'élasticité. Les quatres grandes méthirdes de la littérature
permettant d’obtenir les constantes élastiques ont éadlldés puis appliquées a
un méme cas : I'argon cubique face centrée (fcc). Nous avorn méduire les
avantages et les inconvénients propres a chacune de cesdegtiant du point
de vue du nombre de simulations a réaliser que du point dewtentps de cal-
cul total nécessaire. Enfin dans une derniére partie, les méthodes les plus
intéressantes ont été étendues au cas de I'argon dans uciirgtrhexagonale
compacte (hcp). Une étude des constantes élastiques diofode la tempéra-
ture a été réalisée et a permis de vérifier que la fusion d'sreBsye se caractérise
par une discontinuité dans I'évolution de ces constantaes également que les
effets de cisaillement sont nuls dans un liquide.
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