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Résumé

La premiere partie de ce travail présente une méthodologie générale afin de
passer d’un code volumes finis 2D plan avec variables co-localisées a un code
3D avec symétrie cylindrique. Cette méthodologie est ensuite appliquée au cas
du code VFFC (volumes finis & flux caractéristiques) mono matériau. Dans
un troisieme temps nous étendons cette méthode au cas multi-matériaux.
Quelques cas tests numériques permettent de valider la démarche.
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Chapitre 1

Extension du Code VFFC 2D
plan au cas 3D avec géométrie
axisymétrique

1.1 Contexte

On dispose d’un code de type volumes finis [BDG09] qui permet notam-
ment de résoudre en 2D les équations d’Euler : ce code utilise un maillage
cartésien 2D ainsi qu'un solveur (VFFC dans notre cas) qui permet d’obte-
nir les flux aux facettes. On voudrait a partir de ce maillage 2D et de ces
flux aux facettes étre capable d’obtenir un code permettant de résoudre les
équations d’Euler en 3D avec géométrie cylindrique, en effectuant le moins
de modifications possibles.

”
A Taide des coordonnées cylindriques | 6
z
r x(r, 0, z) rcos(6)
01 : [y(r,0,2) ] = | rsin(0) (1.1)
z 2(rd, 2)) z,

les équations d’Euler avec symétrie par rapport a I’axe de symétrie s’écrivent



sous forme conservative (les dérivées par rapport a ¢ s’annulent) :

% + %%(rpur) + %(puz) =0 (1.2)

a<g?T) + %%(r(puz +P)) + %(puruz) = %(pug + P) (1.3)
a(g:f) + %%(r(puruz)) + %(m@ +P)=0 (1.4)

8(?;9) + %%(T(puwue)) + %(/meuz) = —%PUWT (1.5)
B %%(rpur(E—i—%)) +%<puz(E+§>> =0 (16)

Remarque 1.1.1 La forme conservative en coordonnées cylindriques est
bien :

Oi(®) + %(9,«(7“ o)+ 0,(e) =0. (1.7)

En effet, dans ce cas, I’élément d’intégration est rdrdzdf, l’écriture des
dérivées selon r doit compenser la présence de r dans l’élément dintégration,

d’ou le %6,,.

Remarque 1.1.2 Lorsque ['on veut réduire la dimension d’un probleme a
laide de conditions de symétrie (3D a 2D dans notre cas), les équations font
intervenir des termes sources provenant du fait qu’elles sont écrites dans un
repére orthonormé qui dépend du point : (e, ,eq,e€,).

Remarque 1.1.3 Le code dans lequel on évolue utilise un solveur VFFC
pour calculer les flur [BDGO9], cependant, le travail qui suit s’applique pour
un solveur quelconque : Roe [Roe81], Lax-Friedrichs...

1.2 Résolution d’un systeme avec la vitesse
selon ey découplée du jeu d’équations axi-
symétrique

Le solveur volume fini 2D résout des équations qui font intervenir une

vitesse a deux composantes. Dans le jeu d’équations axisymétrique, corres-
pond a un cas 3D, le vecteur vitesse est un vecteur a trois composantes :

4



Uy, Ug et u,. Afin de réutiliser le solveur 2D avec le moins de modifications
possibles, on découple la résolution de I’équation sur uy des 4 autres et dans
le systeme en découlant, uy sera vu comme un terme source. Dans le systeme
3D, I'énergie totale spécifique vérifie la relation :

B = et g (jurl o+ sl + Juol?), (18)
on définit ’énergie totale spécifique restreinte Ej :
E,=e+ %<|ur|2 + lusf?), (1.9)
et il vient immédiatement :
E:ES—I—%|u@|2. (1.10)
Grace a I’équation (1.5), on obtient :

ophs) 10

A

et en injectant dans (1.6) la relation (1.10), ’énergie totale restreinte vérifie
I’équation :

QE) 19\ (B + i—j)) + (Bt g» = %p(ue)zur- (1.12)

2 0 2 1
|U0| MUZ) - —;p(UQ)ZUT, (1.11)

ot ror 0z
Alinsi, on peut écrire le systeme axisymétrique sous la forme :

av. 10 0

Y __FT‘V _FZV:GV, 1.1
8t+r87" ()+8z (V) (V) (1.13)
avec
P
V=, (1.14)
pu
pEs
rpuy puz
r(puj + P) B PUM
EV)=1 Ypuu, |+ FWV) 2t p |0 (L1
rpu.(Es + ’/-j) pu.(Es + %)



et

0
G(V) = %(p“%f P) (1.16)

ElugPuy,

Dans le terme source G(V') apparait la vitesse ug qui vérifie quant a elle
I'équation (1.5) :

dpug) 10 0 1
875 + ;E(T(puru@)) + &(puﬁuz) - —;Pueur- (117)

On va donc réutiliser le schéma VFFC 2D avec les variables (p, pu.., pu., pFs)t
des équations axisymétriques, qui joueront le role des variables (p, puy, puy, pE)*
des équations d’Euler 2D. Par rapport aux équations d’Euler, on a aussi en
plus un terme source faisant intervenir la vitesse ug qui vérifie I’équation
(1.17). En géométrie axisymétrique, une maille de discrétisation n’est plus
un rectangle mais le volume engendré par la rotation de ce rectangle autour
de 'axe r = 0. Cette aire n’est plus constante mais dépend dorénavant de la
position de la maille de discrétisation selon r (plus précisément 1’abscisse de
la coordonnée du centre de la maille).

L’objectif du chapitre qui suit est de prendre en compte la géométrie
axisymétrique dans les équations volumes finis 2D plan, ainsi que la gestion
du terme source lié a la symétrie. De plus il va falloir discrétiser I’équation
(1.17) sur uy qui intervient dans le terme source S(V). On conservera le
maillage cartésien du code 2D plan.



Chapitre 2

Cas un matériau

2.1 Modifications apportées au schéma 2D plan

Une maille du maillage cartésien 2D du schéma VFFC 2D plan représente
désormais le volume engendré par cette maille lors de sa rotation autour de
laxe r = 0, le volume de la maille n’est plus Ar; Az mais le volume du tore
engendré par cette maille (Fig. 2.1), a savoir :

’KZ]| = H(Arl)zAzj + 2HT¢,1/2AT¢AZJ‘
= Ar;A2211r; = airesp - 210ry, (2.1)

ou la maille K;; est définie par :

Kij ={(r,2,0),ric1)2 <7 <rig1j2, 25172 < 2 < 2Zjg1)2,

0<6<2[}imr. Nyje1.. N.- (2.2)

Cette maille axisymétrique est représentée sur la grille 2D par la maille

{(7“7 Z>9)>T171/2 <r< Tiv1/2, 25—1/2 <z< Zj+1/25 }i:l ..... Ny;j=1,..,N.» (2-3)

que 'on continue a noter abusivement K;; dans la suite.
On a noté r; est 'abscisse du centre de la maille :
ATZ'

Ty = Ti-1/2 + 5 . (24)




i -i~_Gr--z= =

T T_‘_‘_—_—__l—_—_'_"_" Mfe IAZJ'

P PR e Il B

===l _Zp--coz —
/ oA
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est un tore.

FIGURE 2.1 — Maille de discrétisation K;;. La maille 2D K;; représente le
tore engendré par la révolution autour de ’axe » = 0 de cette maille.

Pour obtenir le schéma volume fini, on integre 1’équation (2.25) contre un
volume de controle K;;. En notant :

Vij = |/ (z,t")d (2.5)

Vi =V = & e, ta (V) + S F(V)dr
At
| 1 G(V)dr
::g'?V)

r.Fluzgyler 2D



ou F, et F, sont donnés par (2.27). Comme

A’I”Z'

/ rdr = A?"i [?"171/2 + :| = TiAT’Z’, (27)
TE€[ri_1/2:Ti+1/2] 2

on obtient en approchant le flux Euler aux facettes par la fonction de flux
VFFC 2D (fi41/2,; correspond au flux 2D plan de la cloison i —1/2, i.e. entre
la maille 7 et la maille ¢ 4+ 1) :

n+l _ y/n 2I1A¢L
Vit =V - K] [Tz'+1/2Aiji+1/2,j — 117282 fio1/24

+T¢A7‘z‘<fi,j+1/2 — fi,j—l/Z)} +5(V), (2.8)

et ou S(V') s’exprime comme :

S(V) Q&it'”mimjzg Ar—i"zg, (2.9)
avec
0
= ngp)% . (2.10)
(pugur )i

Finalement, en utilisant (2.1), on obtient le schéma suivant :

Vi?ﬂ = Vi - ﬁ_trrib [”2/2 (fivr/25 — 235) — —Tl:m (ficry25 — 23)
_ﬁ_tzz <fm‘+1/2 - fi,j—1/2>- (2.11)
2.2 Discrétisation volume fini de 1’équation

supplémentaire sur puy (1.5)

L’équation sur uy s’écrit :

Ad(pug) 10 9 _ 1
o oy (r(oure)) + - (pugus) = ——puguy. (2.12)




Uy )
Y. | On pose:

qui correspond a l'advection de puy a la vitesse v = (
z

Wi

1
Vg = puyg, et vy, W/ ve(x, t")dT. (2.13)
gl J K

En intégrant ’équation (2.12), on obtient :

n+l _  n _ 2IIAL, . _
Ueij B | K] fre[ri—l/27Ti+1/2} fze[zj—uz,zjﬂ/ﬂ FG ndrdz Sg(V)
(2.14)

ou

_ [ TPUely __ 20At,

Fo = (T,Oueuz) ’ So(V) = |Kij fTG["i—l/WHl/z] fze[za‘—l/%zﬁl/ﬂ pugtydrdz.
(2.15)

et

2[1A¢,
Se(V) = / / pugu.drdz. (2.16)
|KU| r€[ri_1/2,mi1/2] Y 2€[25 172,25 11 /2]

La philosophie du schéma VFFC [BDGO09] est de calculer une valeur du
flux aux cloisons pour savoir si on décentre le flux a gauche ou a droite
(décentrement amont). Mais cette valeur aux cloisons n’intervient pas dans le
calcul du schéma en lui méme (contrairement au schéma de Roe par exemple).

On suit la méme démarche pour réaliser I’advection de uy et les flux aux
cloisons de normal e, sont décentrés suivant le signe de w, a la cloison :

(pugu,); j si Uy n; >0
. — > . 3 ’ 217
f91+1/2,J { (pU,gUT)H_Lj S1 uri+1/2’j S 0 ’ ( )

avec

_ Uri s + Uriy,;
Uriiryey; = 2

(2.18)

De méme, les flux aux cloisons de normal e, sont définis :

(pugu )i si Uzigi1s2 > 0
N _ ; i, 2.19
femﬂﬂ { (puguy )i g1 si Uz jpaye S 0" ( )

10



avec

Uziy T Uzigin

— g Egn (2.20)

uzi,j+1/2 2

Et ainsi, on obtient le schéma :

n+l _ . n _ Atp2I1 ) . ) ) ) .
Yo,; = Yo, [ K] (A’ZTZ“/Qf@iH/z,j AZTZ_l/Qf@i—l/z,j+T1Arl(f91,j+1/2 f9i,j—1/2))

AthHAT‘iAZj 2
|55 0%

A T’aide de (2.1), on obtient :

n+l _ ,n _ Aty [ Tit1/2 _ Tic1/2 Aty .
Ueij o Ueij Ar; ( T4 f9i+1/2,j T4 fei—l/?,j) + Az; (fei,j+1/2 fei,j—l/Q)

+%Egij
(2.22)
avec
Xg,., = —(pugur)f;. (2.23)

On peut réécrire le schéma en faisant intervenir le terme source uniquement
dans la partie du schéma selon r toujours dans un soucis de limiter les mo-
difications a apporter au schéma 2D plan :

n+1 n n i+1/2 n i—1/2 "
Uai—;— - Ugij B A?“i < T (f9i+1/2,j - Zam) - r—i(fei,l/zj — ZG;’,,))
At,
Az (f9i71'+1/2 - fgi,jfl/Q) : (2.24)

Remarque 2.2.1 A posteriori, on remarque que la modification apportée
au schéma 2D pour en faire un schéma 3D avec symétrie par rapport a
un axe est ['introduction d’un terme source et d’un coefficient devant les
flux. Ce coefficient représente le rapport entre l'aire d’une face et le volume
d’une maille indépendant de la position dans le cas 2D (A% ou A%) mais
modifi€ pour le cas 3D dans la direction r : ﬁr“;—:m pour la cloison i + 1/2
(Fig. 2.2). Ce rapport aire/volume étant invariant selon la direction z,et les
termes sources géométriques ayant €té reportés sur la direction r, la partie
de résolution selon z du schéma 2D ne sera pas modifice hormis ’ajout de

Uadvection de la quantité vg pour le cas 3D Auwxi.

11
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Maille 2D Maille 2D Axi
R3

(S---- R:_ - = RS~ Aire engendréé
Riaz || Volume | o : R T Tt SR par laréte =
=ArAz ' L _________ R1AZ || =2ITArAZr; périmétre du
. e e _ T Ea cylindre
o .\_____<:_ _: - A de hauteur Az et
S~ TTmm—=-- ) A= de rayon fi1/2.

R& Tt ee e oo ad=-

Ratio Ri=aire/volume

%w} fan N li1r2
indépendant dépendant R1=F1/(T AP)

R1=R2=1/Ar de la position
de la maille R2=ri1,5/(F; Ar)

R3=R4=1/Az R3=R4=1/Az

FIGURE 2.2 — Par rapport a une maille 2D, la maille axisymétrique 2D voit
son rapport aire engendré par 'aréte/volume modifié dans la direction r :
dorénavant, ce rapport dépend de la position de la maille selon r.

2.3 Gestion du terme source

Dans les deux sections précédentes (Sections 2.1 et 2.2), le terme source
a été discrétisé en utilisant les valeurs centrées aux mailles. Pour capturer
des solutions stationnaires, il est connu (see e.g. Roe [Roe87]) que les flux
numériques étant obtenus par un upwinding cela introduit un biais si le terme
source est discrétisé avec une formule centrée. En suivant la méme démarche
que dans Alouges et al. [AGT99], on modifie (2.11) and (2.24) afin de capturer
précisément les solutions stationnaires.

On rappelle le systeme axisymétrique :

ov. 10 0
8t+r87" ()+8z V) (V) ( )
avec
p
V=" (2.26)
pU
pEs
rpuy puz
r(puj + P) B PUM
EV)=1 Ypuu, |+ FWV) 2 p |0 22D
rpur(Es + ) pu=(Es + )

12



et

0
L(pug + P)
0

$|U0|2ur

G(V) = (2.28)

On cherche une solution stationnaire indépendante de z (les modifications
du schéma étant portées sur la direction ), si on note G(V) = 1S(V), on
doit alors résoudre 'équation :

10 1

-—F.=-S(V). 2.29

rOr r V) (2.29)

Le schéma numérique VFFC Axi (2.8) s’écrit (en négligeant les termes
provenant de la discrétisation selon z) :

) ) 1 Tit1/2
n+l _ y/n At | Tit1/2 Ti—1/2 At
Vi =V = AT fivyes — fz‘—l/&;} oA S(V)dr.
Ti—1/2
::Z?j

(2.30)

Dans cette formule, on rappelle la forme des flux VFFC Euler 2D fiy1/2;
([GKCO1]) que 'on note pour simplifier Fj /5 :

fiv1725 = Fig1)2 = % — Uit1)2 F’”;_Fi (2.31)
Jiciyaj = Fio12 = % - Ui_l/QFiigiil, (2.32)

avec U112 la matrice signe de décentrement VFFC. On cherche une solution
stationnaire (Vi;thl = V;7), le terme source s’écrit alors (2.30) :

7”1'+1/2Fz'+1/2 - Ti—l/QFi—l/z

D h—
S Ar

(2.33)
Comme on est capable d’exprimer en intégrant 1’équation stationnaire

(2.29) les différences r; F; —r;_1 F;_; a l'aide du terme source, on réécrit (2.31)
et (2.32) en faisant apparaitre cette différence de 7, F; :

13



Proposition 1 On peut réécrire les flur VFFC 2D (2.31) et (2.32) sous la

forme :
I1-U;
Fii10 = AiF; + 2—+1/2(7’i+1Fi+1 — 1 F) (2.34)
Tit1
I+U;,_
Fi—1/2 = B;F; — 2—1/2(7’1171 - Tz‘lez‘—l), (2-35)
Ti—1
avec :
i+1 T T Tit1 — Ti
7’1'+1AZ- = T+12 I+ +12 Ui+1/2, (236)
Ti—lBi = i —{—27'1‘1[ + li _2”71 Uifl/g. (237)

Il en résulte que en remplacant dans (2.33) les Fji1/o par leur expression
obtenue dans la proposition 1, on a :

Proposition 2

_ riv1/2 I=Uiy1/0
Aryl =T F + 25— (i Fipy — i)

T 2
+T:,:—_1§2H_ZJZT_1/2(T1/E —ri1Fiq), (2.38)
avec
L= riy104i —1ic1)2B;, (2.39)
i.e. en utilisant la définition de A; (2.36) et de B; (2.37) :
= (Grentpe — penipe)] (2.40)
+ SRy — SRy (2.41)

La solution stationnaire vérifie I'équation (2.29), en 'intégrant et en sup-
posant le terme source constant par morceaux sur chaque maille, on a :

riv1lbip —riF = f,:“l Sdr = —Arsi+2ATSi+1 (2.42)
rify —riaFiq = —ATSF;JFATS". (2.43)
Ainsi (2.38) se réécrit finalement :
n i Ti S;+S;
S = T (] = Uppago) > (2.44)
+T:ﬂ:§2 (I + Ui—l/z)—si_fsi- (2.45)

14



Remarque 1 Le terme en F’A{i dans (2.45) fait encore intervenir F;. Pour

obtenir la formule de décentrement du terme source, on s’est placé dans le
cadre d’une solution stationnaire avec F; qui vérifient les relations (2.43) qui
ont permis d’obtenir une expression de (2.45) ne faisant intervenir que les
termes sources.

Dans ’expression de FA'I:", il est préférable de remplacer F; par son ex-
pression en fonction du terme source. En intégrant (2.29) entre O et r; et en
supposant toujours que S est constant par morceaux, on obtient :

i—1
F = ér [Z Spo + %] (2.46)
P k=1

Remarque 2 Pour le terme source dans l’équation sur la vitesse ug, on

réalise exactement le méme décentrement que la formule (2.45) mais la ma-

. . : 0 )
trice Uiy1/2 est remplacée par un scalaire Uz’+1/2 ;

Up, + Uy,

Ul =1 sle >0 (2.47)
Up; + Up,_

Ulyyyy =0 sle =0 (2.48)
Up; + Up,_

Uliyjg = —1 SZTI <0, (2.49)

F; est remplacé par Fﬁ = piug,u,, et S par Sf = pilp, Uy, .

2.3.1 Décentrement du terme source sur les bords du
domaine :
Bord droit

Sur le bord droit, on a (2.33) qui s’écrit :
A’I“EN = TN+1/2FN+1/2 - TN71/2FN71/2- (250)

Sur le bord droit on impose que le flux limite Fiy/ soit égale a la solution
stationnaire prise en ryyi/2 (i.e. Fivji1/o vérifie (2.29)), en intégrant (2.29)
entre ry et ryi1/2, on a la relation :

TN+1/2 AT
TN+1/2FN+1/2 =ryFy+ / SdV = rvFy + TSN (251)

N

15



En utilisant (2.51) ainsi que (2.35) dans (2.50), on obtient :

Ar I +Un_
ATZN = TNFN -+ 751\/ — T’N_l/QBNFN + TN_l/Q—Nl/Q( Z“NFN — TN—IFN—L 0252)

2rn_q ~
=47 (Sn—1+S5n) par (2.43)

Et avec (2.35), il vient finalement :

(ry-1/2)? Fy 12 Un-1y2

Ny =™y 1g —F 2.53

N ar + 2 N\ TN=-1 AT N—-1 2 ]\i ( )
T Ar

+2L (T 4+ Uy 1/2)—SN 145N (2.54)

Remarque 3 On peut la encore remplacer F par son expression en fonc-
tion des termes sources (2.46).
Bord gauche, ie axe r =0 :
Sur le bord gauche, le terme source vérifie :
Ar¥y =13/9F3/5 — 1179 Fi )9, (2.55)
=0

On utilise simplement I'expression de Fj/, (2.35), on obtient que :

(r3/2) I 7‘3/2
T9 Ar

S1 + Ss

21: 4

e 3/ 2 (1= Usy) (2.56)
On pourrait la aussi en intégrant (2.29) entre 0 et r; remplacer F; par S;

dans 'expression du dessus.

2.4 Simulations

Le premier test que I'on effectue est un cas 1D de type Sod permettant de
valider les modifications effectuées selon la direction r qui prend en compte
les modifications liées au ratio aire/volume de la géométrie axisymétrique
ainsi que la prise en compte des termes sources. Le domaine de calcul est un
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Zone 1 Zone 2Zone 3 Zone 4
l | | | |
{ { { { \
0 R/3 R/2 2R/3 R

FIGURE 2.3 — Le segment [0, R| est décomposé en 4 zones, la discontinuité

initiale est mise en %.

segment [0, R], avec R = 30, une pression constante dans tout le domaine qui
suit une loi d’état type gaz parfait : p = (v — 1)pe, avec v = % et les vitesses
selon z et 6 nulles : u, = uy = 0. Ensuite, I'initialisation est faite de maniere
différente selon le domaine considéré (Fig. 2.3) :

— Dans la zone 1 :

DPo

UT:O,p:po,ezeozm (257)
— Dans la zone 2 :
3p0 T
P =Uy, P=pPo—, €6 = ——— — 2.58
[ Ug 10 pOST € (/7 — 1)p0 R ( )
— Dans la zone 3 :
3p0 T
s =ug, p=4pg—, e = ——— — 2.59
U Ug, P pOSr € 4(,}/ _ 1)/)(]R ( )
— Dans la zone 4 :
Po
ur =0, p=2py, €6 = ——, 2.60
° 2(7 - 1)P0 ( )

ou les constantes ug, pg et py sont prises a : ug = 0.1, pg = 1 et pg = 1.
En temps courts, au niveau de la discontinuité entre zone 2 et zone 3, la
discontinuité en R(0) = £ doit étre advectée a la vitesse constante uy. On
observe la solution au temps ¢t = 1. Ce cas est présenté dans la partie simu-
lation 2 matériaux (section 3.4).

Le cas test suivant que 1'on a fait passer est le A 3D stationary solution du
papier, qui est une solution stationnaire des équations d’Euler avec géométrie
axisymétrique pour laquelle on prend la vitesse selon u, nulle mais les vitesses
selon u, et uperq non nuls. Ce cas permet ainsi de tester I'ajout de 'advection
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de la vitesse ug ainsi que les termes sources géométriques dépendant de uy
au code 2D. La solution stationnaire obtenue ne dépend que de r et pas de z
mais le domaine considéré est bien un domaine 2D : r € [0, 7¢44) et 2z € [0, H].
La solution stationnaire est définie par morceaux sur le domaine [0, r;,,;] puis
[Tints Text] (Fig. 2.4). On rappelle ici la forme de la solution stationnaire :

H
Ficure 24 - Le domaine 2D est décomposé en deux
parties (r,z),tel que 0 <r <ryet0<z<H ainsi que

(r,z),tel que rip <7 <7repet0<z<H.

_1 o
Ur =0, (1) = Pt (Ting) 77, (1) = Pear@(Tint) 71, pour 0 < 7 < 7, (2.61)

et pour 1 > T -

ur = 0,up = f(r),u(r) = S0 g(r) "7 (2.62)

Pext
() = pearp(r)7T, p(r) = Peard(r) 7T, (2.63)

avec

p(r)=1-

(v = 1) Peat /T”t O (2.64)

YPext S

Dans le cas test que l'on a fait passé, on a utilisé une fonction f de la
forme : f(r) = £ et pour respecter les conditions (99)-(100) du papier, on a

pris une fonction G(r) = cste = 1.5 et une constante K = 2. Les constantes
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Pext = 2 €t pery = 1 ainsi que les conditions aux limites (111) a (113) du
papier. On vérifie que la vitesse selon r reste bien nulle dans tout le domaine
et que les solutions initiales u,, ug, p et p restent bien stationnaires au cours
du temps. La solution donnée par le code reste bien stationnaire. A noter
que pour réaliser cette simulation, le décentrement du terme source explicité
dans la section 2.3 a été nécessaire.
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Chapitre 3

Cas 2 matériaux

Dans le code VFFC-IC ([Bra07],[BDG09]), les mailles mixtes sont traitées
en les regroupant pour former une structure appelée condensat. Le schéma
VFFC 2D utilise un splitting en temps de type Strang, ce qui permet de
traiter le probleme direction par direction. Un condensat est ainsi une ag-
glomération de mailles successives provenant d’'une méme ligne (si direction
selon r traitée) ou d’'une méme colonne (si direction selon z traitée).

Un condensat est construit en parcourant les mailles selon une direc-
tion : si un maille mixte est détectée ou si la cloison du début de la maille
est une interface, alors la maille précédente constitue la premiére maille
du condensat. Le condensat ne s’arréte qu’apres avoir réobtenu une maille
pure d’'un des deux matériaux (cette maille fait alors partie du condensat).
Dans une maille mixte, l'interface entre les deux matériaux est projetée (afin
d’obtenir des cloisons verticales) et on agglomere les morceaux de mailles
consécutifs du méme matériau; ces sous-agglomérats constituent alors les
couches (rectangles) du condensat (Fig. 3.1). Dans chaque condensat ainsi
formé la frontiere intérieure entre chaque couche est mobile, ce qui permet de
déplacer la matiere; par contre les cloisons de bord gauche et droite seront
quant a elles fixes et les flux correspondant ®;, ¢, sont ceux donnés par le
schéma 1 matériau (la premiere et derniere maille du condensat est pure).

Les valeurs des variables conservatives p, pu,, pu,, pEs (ainsi que pug
pour le cas 2D Axi) sont obtenues par un moyenne volumique [BDG09]. Par
rapport au cas 1 matériau, pour obtenir des relations d’évolution en temps
des variables conservatives, la différence est que lorsque I'on integre sur une
couche du consensat (au lieu d'une maille de discrétisation dans le cas 1 mat),
et suivant qu’on se trouve sur une couche intérieure ou dans la premiere ou
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Condensat (direction selon r)
nc-1,nc

(I)int

¢| < 1 2 nc-1 | nc (I)r

. Inc Incr1

F1GURE 3.1 — Condensat selon la direction r. Le condensat est composé de
couches numérotées de 1 a nc. Les flux gauche ®; et droit @, sont donnés
par le schéma un matériau. Entre une couche k et £+ 1, le flux a calculer est

kk+1 : o _
25+ et les cloisons intérieurs correspondantes sont mobiles.

la derniere couche, on aura un domaine mobile au moins pour un des cotés.

3.1 Schéma 2D axisymétrique

Le géométrie 2D axisymétrique engendrant des termes sources géométriques
ainsi qu'un rapport entre 'aire engendré par une face d’une maille et son vo-
lume modifié en fonction de la position de celle-ci selon la direction r, cela va
entrainer comme pour le cas 1 matériau des modifications dans les équations
d’évolution de chaque couche (c¢f. Fig. 2.2) uniquement pour la direction
r. Les formules selon z restent inchangées pour la géométrie 2D Axi et en
intégrant 1’équation (2.25) contre un volume de contréle correspondant a une
couche d’un condensat selon la direction r, on obtient pour sur la premiere
couche la relation :

Vol Vit — Volrvy
At

+ AT(D; + B) + AN (D — %)) =0. (3.1)

Pour les kemes couches intérieures : k=2, ....nc —1:

Vol Ht vt — Volrye
At

+ AR+ ) + AR (5T —2) =0, (3.2)

int
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et pour la derniere couche nc du condensat :

Vol Flyntl _voin yn nc—1,nc
< nCAt ne—ne o AZC(CID + ch) + Agc-&-l(q)r - EnC) = 0.

int

(3.3)
Dans ces formules, on note V) la valeur moyennée dans la keme couche
p
du condensat des variables conservatives V' = Z ZT’
z
pE;

On rappelle que F; représente 1’énergie totale partielle :
1 1
Es :e—|—§]ur‘2+§‘uzf2, (34)

et les A} correspondent a l'aire de révolution autour de I'axe » = 0 du bord

gauche de la couche k (7} correspond a I’abscisse du bord gauche de la couche
k) :

n = o0 Az, (3.5)

et on pose toujours, comme pour le cas 2D plan, 6, = mmn—gl le rapport de
k

variation de masse. Le vecteur source lié a la géométrie ¥ est moyenné sur
chaque couche £k :

0

5, — p’f“ﬁzb*pk . (3.6)

2
pkuek U/Tk

. 1 7 . 1 .
Les flux internes ®FF*' dépendent de la pression plF™ et de la vitesse

U, ki1 AUX cloisons entre deux couches successives. Ils sont obtenus via la
résolution d'un probleme de Riemann (c¢f. [BDGO9] pour leurs expressions
exactes).

Les formules d’évolution de la masse restent inchangées par rapport au
cas 2D plan avec A} défini par (3.5),

— pour la premiere couche :

mt = m? — dtAT® (1), (3.7)
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— pour les couches intérieures :
mptt = m} Vk € [2,nc — 1] (3.8)
— et pour la derniere couche :

mitt =ml — dtAr L ®,(1). (3.9)

nc

Les cloisons intérieures du condensat bougent a la vitesse u;,,; et on obtient
les formules pour les volumes :
— pour la premiere couche :

Voli*th = Vol + AtTIAz [27"3 + Atuiﬂ ul? (3.10)

— pour les couches intérieures :

int int int

Volgﬂ = Vol} + AtlIAz ( [27”,?“ + Atuk,k+1]uk,k+l B [27‘2 L Ak

— et pour la derniere couche, il vient :

-1, —1,
Vol = Vol", — AtTIIAz [QT’ZC + At "C] up " (3.12)
Contrairement au cas 2D plan, le rapport entre le volume d’une maille
et laire transverse dépend de si 'on considere l'aire transverse gauche ou
droite :

Vol wolumesp ci

AR T airesp T <313>
Vol wolumesp ¢ 14
Ap, T aireap T4’ <3 )

ou ¢ correspond au centre de la couche k. Ainsi, a ’aide des formules sur les
masses (3.7)-(3.9), on a :

1
91 == An (315)
1 — dipm By (1)
1
QTLC - An 1 ) (316)
nc+
L= dt o @ (1)

[

int

kl,k)

(3.11)



et en réécrivant par rapport au rapport volume et aire d’'une maille 2D plan,

VOlkygD

en notant la = prr— alors, on a :
1
A p— n (1)
pilai 2p c1 !
0 1
ne — _ 1 Tnc+1 :
1 pnclanc,QD Cnc ®T<1>

Pour les densités, de (3.1)-(3.3), on obtient :

nil _ Voll Ap
1= pottPr T Atw‘bl(l);
n+l1 _ Volp

pk - Vln+1pk Vke [2 nc—l]
n+l __ VOZ nc+1

Pre = TortttPc — At Vot O (1).

Or d’apres (3.17)-(3.18) :

=1 At (1), A =1 At (1),

Vo l”+1 Voldt

et quel que soit la couche considérée :

P , Vol 1
=Py, Vol 6,

(3.17)

(3.18)

O = 1VEk € [2,nc— 1],

(3.23)

Enfin pour les vitesses et les énergies, on a pour la premiere couche et en

notant :
- Volz
Rk = Gar
+ Vol”
K
kT @Ay,

Un+1 = 91 _Un — ,1 o ((I)Z(Q) + 21(2)) — +1 (CI)-I’Q

1 |71 K1 kY pT int

witl = g, [ up, — @1(3)}

n
1 P1

L (0,(4) + 24(4)) — 2 (i

n+1 __ [ n
E?T =0, |EY

24

2) - %:(2))] (3.26)
(3.27)
- )] (3.28)

int

(3.22)



Pour les couches intérieures du condensat, on a :

uptt =0y [UZ — 2 (oM T@) - e - Zk(z))] (3.29)

K P K P
n+l _ ,n
Uzl = U'Zl
ntl _ w1 ( _  k=lk k—Lk 1 [ kkAL Rkl
Esk =0 [Esk H;ZPZ( Pint ~ Uing =~ T Zk(‘l)) o (pint Uit Zk(4))

(3.30)

Enfin, pour la derniere couche du condensat, il vient :

U = e, = = (= P+ Zel®)) = 7 (20(2) — Tael2)) ]

KncPhe KncPre
arth = Oz — —La,(3)]
B = 0 [R5 4) — e (1) - 5]

En intégrant (1.17) sur une couche de condensat, et en notant Vj, la valeur

moyennée de puy dans la couche k du condensat, on obtient les formules
suivantes :

— pour la premiere couche :

+lyntl
Vol ng —Voly

iV, +Ag( _ 591> +A?f<<1>9,l +591> —0

(3.32)
— pour les couches intérieures :
Vol 'Vt — Vol vy
k70 e S, (A;; - ’,;+1> —0 (3.33)
dt
— pour la derniere couche :
Volndtyvrtl_yorn yn n "
9ncdt Onc + Anchl <®9,T‘ — Senc) + Anc (Senc) = 0,
(3.34)

avec Py, et Py, les flux gauche et droit donnés par le schéma 1 Mat et
Se, = —PrUp, Uy, le terme source moyenné sur une couche de condensat. Les
flux aux cloisons n’apparaissent plus dans ces formules car ils se simplifient

25



avec les termes provenant de I'intégration temporelle sur un domaine mobile.
Ainsi, on a les formules de calcul de la vitesse uyp dans chaque couche du
condensat (qui intervient dans le terme source Y¥; dans les relations (3.26)-
(3.31)) :

— pour la premiere couche :

1 1
ugj_l =0 [ugl - n(—Sel) - — n(@w + Sgl)} (3.35)
K1 pP1 K1 pP1
— pour les couches intérieures :
uptt = Jug, + %(i - i)} (3.36)
LR Ry
— et pour la derniere couche :
ug:zl — QTLC |:ugnc — m((p@ﬂ‘ - SGnc) - el (S@nc)i|

(3.37)

Remarque 3.1.1 Pour traiter la direction selon z, on n’aura finalement rien
a changer dans le schéma car le volume et [’aire d’une maille apparaissent
toujours sous la forme de leur ratio dans celui-ci. En effet, dans un condensat
formé selon la direction z, l'aire de la section transverse est :

ot r; est le centre du condensat selon r (identique pour toutes les couches) au
lieu de simplement Ar pour le cas 2D plan. Le volume d’une maille n’est plus
AzAr mais 21Ir; AzAr;, ce qui donne bien le méme rapport aire/volume que
dans le cas 2D plan. La seule étape supplémentaire va provenir de l’advection
de ug.

Selon la direction z, l'aire transverse d’une face de condensat est iden-
tique dans tout le condensat et vaut (3.38). Le terme source géométrique
n’intervient pas dans cette direction car on ’a déja pris en compte dans la
direction 7. Les formules d’évolution de ug dans la direction z s’écrivent :

uptt =0 fup, — L (@00, (3.39)
ugljl = Oruy, , (3.40)
gt = O~ i (@00)]. (3.41)
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Py et Py, sont les flux gauche et droit donnés par le schéma 1 Mat d’ad-

. Vol? Vol + . o
vection de Vy et Ky = ﬁ, K, = d‘;’{c ou A l'aire transverse est définie par

(3.38) (le rapport volume/aire reste inchangé par rapport au cas 2D plan).

3.2 Controle des volumes et des vitesses dans
les couches des condensats

Dans la méthode VFFC-NIP, le choix qui a été fait est de restreindre le
pas de temps en ne considérant que les mailles pures composées d’un seul
matériau. Ce controle du pas de temps n’empéche donc pas la formation de
couche de condensat tres fines dans les mailles mixtes et cela entrainerait
des instabilités numériques. Afin de remédier a ces problemes d’instabilité,
[Bral0] propose a la fois de controler les volumes et vitesses construites dans
les condensats tout en obtenant dans le méme temps des valeurs pour la
pression et la vitesse aux cloisons des couches. La procédure dans le cas 2D
plan est décrite précisément dans ([BralO]) et les valeurs corrigées de p;,; et
Uint Y sont obtenues de proche en proche a partir de leurs valeurs dans la
cloison précédente. Dans la suite, on va décrire ce qui change pour le cas 2D
axisymétrique.

3.2.1 Controle des volumes et obtention des vitesses a
I’interface

Afin de controler I’évolution des volumes, on a besoin de la majoration

i n+1l_ n
(49) de l'article de la quantité |%

toujours la relation (3.23) comme dans le cas 2D plan mais avec les valeurs
de 0 modifiées par la géométrie (3.17)-(3.18), on a toujours la relation :

. Comme les densités vérifient

0.,V ol — Vol?| _ ’p? — pitt

| QZVOZ;L p?—i-l | (3'42)

La condition de majoration de cette quantité s’obtient via la majoration de
< 2e.
Avec les formules du schéma 2D axisymétrique, on obtient la méme ma-
joration (équation (49) de l'article) avec les 6; modifiées par la géométrie

(3.17)-(3.18).

I'évolution de la pression discrete (équation (24) de [Bral0]) : ‘I#
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Dans la section de controle d’évolution des volumes (section 4.2) de Iar-
ticle, une procédure modifie les volumes de chaque couche de condensat de
telle maniere que 'inégalité (49) soit vérifiée tout en garantissant la conser-
vation globale des volumes du condensat entre les pas de temps. Les relations
axisymétriques conduisant elles aussi a I'inégalité (49) de I’article, hormis les
valeurs 0 (3.17) et 0,,. (3.18) qui sont modifiés par la géométrie, la procédure
reste identique et a la fin on obtient a la place de VOZZJrl un volume modifié
Vol;* pour la couche k du condensat.

Grace a ces formules de volume modifiées, on va maintenant pouvoir
calculer les valeurs de u,. , a la frontiere entre deux couches du condensat.
Le volume dans une couche k de condensat en géométrie axisymétrique apres
déplacement des cloisons vaut :

Vol* = HAZ((TZ:H)Q — (7"2“)2). (3.43)

Pour la premiere couche, comme la cloison gauche est immobile et la droite

. \ : 1,2 1,2 :
se déplace & la vitesse u;7; (ri™! = 73 + Atu,’;), cela permet d’obtenir une

nt
1,2 s .
formule pour u;; a partir de la valeur de Vol}* :

Voli*
172 . ]'[OAIZ + (T?)2 - T;L

u

(3.44)

En procédant de la méme maniere pour les autres couches, on obtient :

11 Vol . i
uf;l];“ =N [\/HA]; + (1”,4;“)2 - rk+1], VEk € [2,nc — 1] (3.45)

k—1,k : k—1,k
avec it =1 + Atu; Y = fonction(ug,, ). Comme pour le cas 2D plan,

les vitesses a la frontiere entre deux couches se construisent de proche en

proche : chaque u%f“ dépend de la valeur précédente uf&l’k (pour k € [2, nc—
1]).

3.2.2 Controle des vitesses construites et obtention des
pressions p;,; a 'interface des couches de conden-
sat

Tous calculs faits, avec les équations liées a la géométrie axisymétrique, la
majoration (61) de 'article de [Bral0] provenant de la majoration du saut de
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pression discrete (équation (24) de [Bral0]) reste identique. A noter que dans
le cas 2D axisymétrique, les termes sources géométriques apparaissent dans
cette majoration et on fait I’hypothese que 'on peut majorer la quantité :
p;—li?Zi(Q) (,%* — H%) par €, dans chaque couche i.

On reprelnd alors exactement la méme procédure que celle faite dans le
papier de [Bral0] (section 4.3). La formule de somme des masses (43) devient

grace a (3.7)-(3.9) :

i it = i m — At [A1CI>l(1) + Amﬂcpr(n] (3.46)
=1 =1

La relation de conservation de I'impulsion (45) devient quant a elle en
utilisant (3.1)-(3.3) :

Sp = S0 it — AL(A®(2) + Ay @,(2))

ou Ary =: 1541 — 1 est la largeur de la couche k. Ainsi la formule (46) de
I'article devient :

S (st — ) = S [ g = ) (g

T 7 i T

[ T4

=(3.46) Doie1 [m”“(u?i“ — Uy, )] — AtA D (N, — AtApe 1@, (Duy,,

(3.48)
Et ainsi, nous obtenons : :
S [t = )| = = )
—I—AtAﬁI)l(l)qu —+ AtAnc—i—lq)r(]-)urnc; (349)
i.e. avec (3.47), il vient :
S [m?ﬂ(u:}fl _ u,’}i)} — At <A1<I>l(2) + Anc+1<br(2))
+AtA1(I)l<1)U;}1 + AtAncHCI)T(l)urm. (350)
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que l'on écrit comme dans la formule (47) de l'article :

Sy [ttt — )] = o (3.51)

avec ¢ qui vaut :

¢ = AtA, (cpl(z) - @l(l)uf1> + AtAn (@T(z) - <1>r(1)urm)
COTIAA: T (Sr(2)Ary). (3.52)

Le calcul des pressions aux cloisons des couches p;,; s’effectue a partir
de la procédure de controle des vitesses. Dans cette procédure (section 4.3),
tout reste identique hormis la définition de la fonction ¢ (63) remplacée par
(3.52). A I'issue de cette procédure, la valeur de u ! a été modifiée en u* de
telle sorte que 1’on puisse assurer a la fois la conservation de I'impulsion et la
variation de vitesse (61) de l'article. Une fois ces vitesses u:* modifiées pour
chaque couche, a l'aide de (3.26), on a la relation pour la premiere couche

(Gt (2) = Dig) -
ur = 0 up, — 2 (@) +21(2) - -l - T2)], (3.59)

= X
Ky Y Ky PT

qui permet d’obtenir p;,; entre la 1° et la 279 couche :

Uy 1
P = Pkt Ul — = (@2 + 2u(2)| + T2, (354)
1 P1k1

Pour les autres couches, avec (3.29), on obtient :

pf,;’;ﬂ = prKi [u:}k — Ut — L (—pf;tl’k + Zk(2))] + Xk (2) VEk € [2,nc — 1].

PrRL
(3.55)

Ces formules different du cas 2D plan mais les p;,; se calculent la encore de
proche en proche.
3.3 Projection dans les condensats :

Dans un condensat, la frontiere entre deux couches est mobile et apres
I’évolution de ces couches, une étape de projection est nécessaire pour ob-
tenir les nouveaux volumes (ainsi que les grandeurs actualisées) de chaque
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matériau dans les mailles mixtes. Deux procédures différentes de reconstruc-
tion sont disponibles dans le code : la version NIP et la ENIP (i.e. enhanced
NIP version). Contrairement a la méthode NIP, la méthode ENIP donne la
possibilité de reconstruire des interfaces entre deux matériaux non paralleles
aux axes. Cette derniere méthode est plus précise dans le cas d’interfaces
entre deux matériaux proches de la direction des axes ([LBG12]).

On ne détaille dans la suite que la direction r, les modifications apportées
a la direction z étant mineures.

3.3.1 Meéthode NIP :

Pour cette méthode, on utilise la méthode standard (2D plan) en considérant
le volume axisymétrique de chaque couche du condensat pour obtenir le nou-
veau volume axisymétrique de la cellule du maillage.

3.3.2 Meéthode ENIP :

Pour la méthode ENIP, non seulement les frontieres entre deux couches
sont mobiles mais aussi les interfaces entre deux cellules du maillage conte-
nues dans le condensat vont suivre le mouvement. Au début d’un pas de
temps, la normale 7 de linterface entre deux matériaux est connue dans la
maille mixte. L’hypothese faite est que la normal reste constante et suit la
cellule (lagrangienne) du maillage durant le pas de temps.

Comme dans cette méthode, les cellules du maillage bougent, la frontiere
entre deux matériaux est ensuite reconstruite dans la maille lagrangienne en
utilisant la normal a l'interface attachée a la cellule (qui provient de la maille
eulérienne au temps n).

Ainsi, l'interface entre deux matériaux dans une maille eulérienne (i.e.
une maille du maillage) est constituée de morceaux d’interfaces linéaires pro-
venant des mailles lagrangiennes (qui intersectent cette cellule eulérienne).

Comme dans le cas 2D ([LBG12]), on doit définir I’évolution de I'interface
entre les cellules du maillage qui suivent le mouvement. Une interface entre
deux cellules du maillage dont I'une (au moins) est mixte est nécessairement
contenue dans une couche du condensat et pour cette partie, on note z_
(resp. x ) la position sur l'axe r de I'extrémité gauche (resp. droite) d’une
couche du condensat. Pour notre géométrie axisymétrique, on parametre un
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point z; a l'intérieur du segment [z, , ] en définissant :

crvc

oo FEm @) A= {wo)” = (2) (3.56)

C T @) (o) (e~ (a2 )

x; vérifie alors :

() = A

(z ™) + A (@), (3.57)

et on définit le mouvement d'un point z; au temps n + 1 par :

T = AT (@ A @, (358)

La paramétrisation du mouvement d’une interface entre deux cellules per-
met d’exprimer facilement les rapports de volumes axisymétriques.
En définissant le rapport de volume axisymétrique d’une couche :

(ZE;‘,—,TH—I)Q _ (xc—,n-Fl)Z

Vole = e (3.59)
il vient :
zhm bt L S L
Vol =1+ At(xj’”)Q — (xg,n)zuc — At e = (x;n)QuC . (3.60)
ol
g EP = gEn o At (3.61)

La compression/I’expansion du volume axisymétrique a gauche/droite d'un
point z; € [z, xF] définit par :

x?+1)2_(xc—,n+1)2

5V0lg = ((x:r’")Qf(x;’"P (362)
x:r,n+1 2 mr_z-&-l 2
5V ol @,n)g_ (;c,z,n); (3.63)

est ensuite exprimée simplement en termes de A", A (3.56) et 6V ol.. (3.60).
Apres calculs, on obtient :

SVolf =\ 6Vol. (3.64)
SVol; = \f6Vol,. (3.65)
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Ces formules nous permettent de calculer le nouveau volume axisymétrique
d’une cellule lagrangienne.

Apres cette étape, une étape de calcul des points d’intersections de la
représentation linéaire de l'interface entre 2 matériaux d’une maille lagran-
gienne est nécessaire. On ne modifie pas cette étape et ’on continue a utiliser
le volume 2D de chaque matériau et la normale de la maille lagrangienne
du début du pas de temps afin d’obtenir les intersections avec les mailles
eulériennes.

Ensuite, il reste a calculer le volume partiel de chaque matériau dans
chaque maille eulérienne mixte du maillage (qui correspond au volume initial
de la cellule auquel on ajoute ou l'on retranche la proportion de volume
transférée via les interfaces). On a ainsi besoin de calculer le volume partiel
de chaque matériau dans les morceaux de cellules définis par [z, 27] (i.e.
entre 'interface de la cellule au temps n et 'interface de la cellule au temps
n+1). En 2D, il faut calculer des volumes en dessous et au dessus d’une droite,
ce qui revient a calculer des sommes de volumes de triangles et de rectangles.
Dans notre cas, ces triangles (resp. rectangles) représentent le volume généré
par la rotation des triangles (resp. rectangles) autour de I'axe r = 0. On ne
détaillera pas cette procédure, mais on va seulement préciser le volume d’un
triangle pour le cas axisymétrique. Alors qu’en 2D deux triangles rectangles
formant un rectangle ont la méme aire, pour la représentation axisymétrique,
le triangle qui est le plus proche de I'axe r = 0 correspond au volume le plus
faible (cf. Fig.3.2).

Triangle Triangle

2 1
Az

Triangle Triangle
1 2 Az

UsingThaleés:
R'=Z.AR/AZ

Ar Ar

FIGURE 3.2 — Le volume de révolution d’un rectangle autour l'axe r = 0 :
Volyo, = IIAz(r? ; —r?). Le volume de révolution du triangle 1 (pour les deux

configurations) qui est le triangle dont la position sur I’axe r est la plus petite
est : V) = 211 fOAZ f[#R rdrdz = IIArAz(r; + &). Le volume de révolution

du triangle 2 est quand a lui donné par : V5 = IHArAz(r;+ 2?’") = Vol — V).
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Avec ces formules, on est capable de déterminer le volume axisymétrique
dans chaque maille eulérienne.

3.4 Simulations 2 matériaux

Dans cette section, on présente deux simulations effectuées avec deux
matériaux a 'aide du code VFFC - 2DAxi. Les résultats présentés dans ce
rapport ont été obtenus avec la méthode de projection NIP. Dans la premiere,
on considere la solution stationnaire selon r décrite dans la section 2.4 simu-
lation 1 matériau. On représente la densité a ¢ = 1s. On observe bien 1’advec-
tion de la densité a la vitesse u,, = 0.1 par rapport a sa solution initiale (Fig.
3.3). L'effet de "décrochement” que I'on observe a la frontiere entre les deux
matériaux est di a la représentation graphique qui moyenne les valeurs dans
une maille mixte. La pression p ainsi que la vitesse u, restent bien constantes.

On présente ensuite les résultats observés en réalisant I’advection d’un
carré de densité (p = 2) différente du milieu qui 'entoure (p = 1). Les vitesses
u, et ug sont nulles. La vitesse selon z, u, est a 0 dans tout le domaine sauf
sur la colonne verticale qui contient le carré ou elle est a u, = 1. La loi de
pression considérée est : p = (y — 1)pe, avec 7 = % L’axe selon z est orienté
du bas vers le haut et dans la figure (Fig. 3.4), on représente ’évolution de la
densité au cours du temps. Le code VFFC 2D Axi est bien capable d’advecter
de maniere exacte le carré de matériau 2 (en rouge sur la figure) de densité 2
comme le faisait le code 2Dplan. Les imperfections que I'on observe en haut
et en bas du carré a la frontiere entre les deux matériaux sont la encore due a

la représentation graphique qui moyenne les quantités dans une maille mixte.

3.5 Conclusion

Le travail effectué dans ce rapport permet de modifier un code volumes
finis pour la géométrie 2D plane en un code qui permet de simuler des
écoulements 3D a géométrie cylindrique. La dimension 3 implique une com-
posante de la vitesse supplémentaire. La stratégie employée a été de découpler
cette équation supplémentaire d’un systeme de 4 équations a deux vitesses.
Ainsi, via 'ajout de 'advection de cette vitesse ug, on a pu conserver le
schéma volume fini préexistant en ajoutant des quantités devant les flux liés a
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FIGURE 3.3 — Advection a la vitesse uy=0.1 de la densité p. Dans chaque
figure, on représente la solution initiale (courbe verte), la solution exacte a
1s (courbe rouge) et la solution donnée par VFFC 2D axisymétrique (courbe
bleue).

35



DB: out70,
Cycle: 70;

DB: out99,
Cycle: 99

user: champmotin wser
FiApt 907232011 i

FIGURE 3.4 — Advection a la vitesse u,=1 d’un carré de matériau 2 de densité
p = 2 entouré de matériau 1 de densité p = 1. On représente 1’évolution au
cours du temps de la densité (carré rouge correspond a la zone de matériau
2). Le carré est parfaitement advecté par le code 2D VFFC axisymétrique.

la géométrie ainsi qu’un terme source lui aussi géométrique. Les flux employés
sont ceux du schéma VFFC [BDGO09] mais les modifications apportées au
schéma 2D plan ne dépendent pas du solveur volume fini employé et peuvent
étre utilisées pour n’importe quel autre solveur. Les premieres simulations
que l'on a effectuées avec le code permettent de valider la discrétisation se-
lon r ainsi que celle selon z. Il serait intéressant de poursuivre la validation
avec un cas 2 matériaux avec une vitesse selon uy non nulle avec géométrie
cylindrique (en cours).
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